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Cálculo I GITI

Ejercicio 4

Las medias aritmética An y geométrica Gn de los números positivos a1, a2, · · · , an se
definen como

An =
a1 + a2 + · · ·+ an

n
Gn = n

√
a1a2 · · · an

Probar por inducción que la media geométrica es menor o igual que la media aritmética.

Solución 1. :
Demostramos la fórmula por inducción;

• Para n = 1 es evidente que se cumple

A1 = a1 ≥ a1 = G1

Comprobamos que también se cumple para n = 2, porque la vamos a necesitar luego

(a1 − a2)
2 ≥ 0 ⇒

a1 − 2a1a2 + a22 ≥ 0 ⇒
a1 + 2a1a2 + a22 ≥ 4a1a2 ⇒
(a1 + a2)

2 ≥ 4a1a2 ⇒
a1 + a2 ≥

√
4a1a2 = 2

√
a1a2 ⇒

a1 + a2
2

≥
√
a1a2

• Comenzamos escribiendo la media geométrica de n+ 1 elementos, y la media aritmética
de de n+ 1 elementos

Gn+1 = n+1
√
a1a2 · · · an+1

An+1 =
a1 + a2 + · · ·+ an+1

n+ 1
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si escribimos

Gn+1
n+1A

n−1
n+1 = a1a2 · · · an+1A

n−1
n+1 = (a1a2 · · · an)an+1A

n−1
n+1 = Gn

nan+1A
n−1
n+1 ≤

≤ An
nan+1A

n−1
n+1 = An

n(an+1An+1 · An+1 · · · · · An+1︸ ︷︷ ︸
n-1 factores

) = An
n(

n
√
an+1An+1 · · ·An+1)

n ≤

≤ An
n

(
an+1 + (n− 1)An−1

n

)n

=

(
An

an+1 + (n− 1)An−1

n

)n

≤

≤

[(
An +

an+1+(n−1)An−1

n

2

)2
]n

=

(
An

2
+

an+1 + (n− 1)An−1

2n

)2n

) =

=

( a1+a2+···+an
n

2
+

an+1 + (n− 1)a1+a2+···+an+1

n+1

2n

)2n

=

=

((n+ 1)

(
a1+a2+···+an

n

)
2(n+ 1)

+
(n+1)an+1

n
+ (n− 1)a1+a2+···+an+1

n

2(n+ 1)

)2n

=

=

( [(n+ 1) + (n− 1)]

(
a1+a2+···+an

n

)
2(n+ 1)

+

[(n+ 1) + (n− 1)]

(
an+1

n

)
2(n+ 1)

)2n

=

=

((2n)

(
a1+a2+···+an

n

)
2(n+ 1)

+

(2n)

(
an+1

n

)
2(n+ 1)

)2n

=

=

(
a1 + a2 + · · ·+ an

n+ 1
+

an+1

n+ 1

)2n

=

=

(
a1 + a2 + · · ·+ an + an+1

n+ 1

)2n

= A2n
n+1

Por lo tanto, hemos deducido que

Gn+1
n+1A

n−1
n+1 ≤ A2n

n+1 ⇐⇒ Gn+1
n+1 ≤ An+1

n+1 ⇐⇒ Gn+1 ≤ An+1
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